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Изучается модель динамики неидентичных миграционно связанных сообществ «хищник – жертва» с ли-
митированием роста жертв и насыщением хищников. Исследуются механизмы формирования сложных про-
странственно-временных динамических структур, объединяющих в себе как быстрые и медленные изменения 
численностей, так и различные соотношения синхронной и несинхронной динамики в определенные периоды 
времени. Описаны сценарии перехода между разными типами пачечной динамики с периодическим изменением 
численности при вариации различий рассматриваемых сообществ, приводящие в итоге к квазипериодической 
динамике связанных сообществ.
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Введение
Модели, описывающие динамику биологи-

ческих систем по типу «хищник – жертва», «па-
разит – хозяин», «ресурс – потребитель» и т. п., 
продолжают активно изучаться, несмотря на 
огромную их историю, проработанность соответ-
ствующего математического аппарата и разноо-
бразные результаты [3]. Постоянно расширяется 
предметная область моделей подобного типа. На-
пример, нависшие над человечеством пандемии 
мотивируют математических биологов разрабаты-
вать и исследовать эколого-эпидемиологические 
модели. В этих исследованиях описывается рас-
пространение инфекции в популяциях, в которых 
здоровые и зараженные особи взаимодействуют 
по принципу «хищник – жертва» или «паразит – 
хозяин» [10, 12]. Независимо от предметной обла-
сти, математические модели таких биологических 
систем построены, как правило, с использованием 
аппарата обыкновенных дифференциальных урав-
нений. Интерес вызывают сложные нелинейные 
явления, связанные, например, с синхронизацией 
динамики на разных территориях [8], механизма-

ми формирования сложных пространственно-вре-
менных структур [6, 9], сложным динамическим 
поведением [4] и т.п.

В настоящей работе продолжено исследо-
вание модели динамики численности двух неи-
дентичных миграционно связанных сообществ, 
функционирующих по принципу «хищник – 
жертва» с функциональным откликом Холлинга 
II типа [1, 2]. Каждое из сообществ представляет 
собой автоколебательную подсистему и описыва-
ется при помощи уравнений Базыкина [5]. В за-
рубежной литературе подобного рода уравнения 
именуются моделью Розенцвейг-Макартура [11]. 
Ранее были исследованы некоторые механизмы 
формирования сложных пространственно-вре-
менных режимов при изменении различий меж-
ду рассматриваемыми сообществами [1, 2]. Эти 
режимы интересны тем, что сочетают в себе как 
периодические колебания с быстрыми всплесками 
численностей, так и участки медленной тониче-
ской динамики. Сложные режимы в этой модели 
возникают в результате частичной синхронизации 
рассматриваемых сообществ и отличаются раз-
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личным соотношением синхронной и несинхрон-
ной динамики в разные промежутки времени. В 
результате фазовая траектория хоть и остается пе-
риодической или квазипериодической, но оказы-
вается устроенной довольно сложно [1].

Модель динамики двух связанных 
неидентичных сообществ

Данное исследование направлено на изуче-
ние двух соседних неидентичных взаимосвязан-
ных сообществ «хищник – жертва», обитающих 
в схожих условиях и не имеющих существенных 
различий внутривидовой и межвидовой конку-
ренции между сообществами. Обозначим через 
X1, Y1 и X2, Y2 соответственно общую численность 
популяции жертвы и хищника в первом и втором 
сообществах в момент времени t. Неидентичность 
сообществ выражается в существенной разности 
максимальных скоростей воспроизводства попу-
ляции жертвы, обозначенных a1 и a2 соответствен-
но. Это отражает ситуацию, когда на сопредель-
ных территориях обитают два принципиально 
разных вида жертв, но имеющих одинаковую пи-
щевую ценность для хищника. Сопредельные тер-
ритории предполагают наличие миграции хищ-
ников между сообществами (далее именуемыми 
«подсистемами»), причем количество мигран-
тов с территории пропорционально численности 
хищников данного сообщества. Коэффициенты 
пропорциональности (коэффициенты миграций) 
одинаковы для обеих подсистем, что создает сим-
метричную связь между сообществами. Гибель 
особей в процессе миграции неявно включается в 
общую смертность. 

В результате уравнения динамики числен-
ности двух связанных сообществ «хищник – жерт-
ва» в случае лимитирования роста жертв и насы-
щения числа поглощенных хищниками жертв, 
описываемые функцией Холлинга II типа, имеют 
вид [1, 2]:
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где K – устойчивая равновесная численность по-

пуляции жертв в каждом местообитании в отсут-
ствии хищника, B – удельная скорость потребле-
ния популяцией хищника популяции жертвы при 
единичной плотности обеих популяций, C – есте-
ственная смертность хищника, S/B – коэффициент 
переработки потребленной хищником биомассы 
жертвы в собственную биомассу, H – коэффици-
ент насыщения хищника, M – коэффициент ми-
грации хищника.

Для уменьшения числа независимых пара-
метров будем использовать следующую замену 
переменных: Xi(t)=Cxi(τ)/s, Yi(t)=Aiyi(τ)/b, а также 
характерного времени: ti=τ/Ai (i=1, 2). В результа-
те система уравнений (1) преобразуется к следую-
щей системе:
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где h=HC/S – новый коэффициент насыщения 
хищника, a=C/(KS) – коэффициент самолимити-
рования жертвы, ci=C/Ai – относительная скорость 
снижения (убыли) численности хищников (смерт-
ности) и mci=M/Ai – коэффициент миграции хищ-
ников (i=1, 2).

После предложенной замены два рассма-
триваемых сообщества, отличающиеся скоростя-
ми роста численности жертв, становятся подобны 
сообществам с разной смертностью хищников. 
При этом численности особей, покинувших одну 
территорию (эмигрантов) и прибывших на другую 
(иммигрантов), не совпадают, т.е. связь в системе 
(2) несимметрична, что указывает на смертность 
хищников в ходе миграции. При этом в процес-
се увеличения различий в смертности хищников 
растет диспропорция (γ1/γ2) (отлична от единицы) 
между числом эмигрантов и иммигрантов.

В случае отсутствия связи между рассма-
триваемыми сообществами (m=0) система (2) 
состоит из двух независимых автоколебательных 
подсистем. Из области существования предель-
ного цикла выберем следующие значения пара-
метров: a=0.1, h=0.5. В этом случае в каждой из 
подсистем реализуется предельный цикл с перио-

(1),

(2),
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дом, зависящим от значений параметров сi (i=1,2). 
В полной системе он реализуется вокруг точек B1 
или B2 в зависимости от начальных численностей. 
Кроме двух этих циклов в системе возможна пара 
устойчивого и неустойчивого циклов вокруг точек 
E0 и E1. Значение скорости снижения численности 
хищников второго сообщества примем равным 
с2=0.5, подразумевая, что эта территория с низкой 
скоростью роста численности жертв. Учитывая 
переход от системы (1) к (2), можно утверждать, 
что это эквивалентно высокой смертности хищ-
ников. При выбранном значении параметра с2 
динамика второго сообщества имеет небольшой 
период колебаний по сравнению с первым, что 
способствует формированию короткопериодично-
го цикла. Низкая же скорость снижения численно-
сти хищников первого сообщества с1=0.002 соот-
ветствует территории с высокой скоростью роста 
численности жертв, что эквивалентно низкой 
смертности хищников. При этом динамика перво-
го сообщества приводит к образованию длинно-
периодичного цикла. Для проведения численных 
экспериментов будем варьировать значения пара-
метров a и c1 в окрестности значений a=0.1, h=0.5, 
с1=0.002, с2=0.5, m=0.005, наблюдая при этом за 
устойчивостью всех особых точек и типом дина-
мического поведения.

Результаты бифуркационного анализа
Система (2) имеет несколько биологически 

значимых особых точек: тривиальная А0(0;0;0;0) с 
нулевыми численностями всех популяций, полутри-
виальные  А1(1/а;0;0;0), А2(0;0;1/а;0), А3(1/а;0;1/а;0), 

       11221211 ,0,1,21 cmcmmB   

и         12112212 1,21,,0 mmcmcB         
( mhmh 211  , maa 22   ) с нулевы-
ми численностями одной или нескольких популя-
ций на разных территориях, а также три нетриви-
альные с полностью ненулевыми численностями 

 )0(
2

)0(
2

)0(
1

)0(
1 ,,, yxyxEi  ( 2,1,0i ). Были вычислены 

координаты всех точек, исследованы условиях их 
существования и описаны простейшие их бифур-
кации [1]. В частности, показано, что пара точек  
Е1 и Е2 рождается в результате седло-узловой би-
фуркации (SN) при c1=0 (рис. 1а).

Характер других бифуркаций показан на 
рис. 1а-б, где соответствующими линиями отме-
чены основные локальные бифуркации. Линия 
TC – это транскритическая бифуркация, в резуль-
тате которой две точки Е1 и В1 при изменении па-
раметров сближаются и обмениваются устойчи-
востью. Причем таким образом, что слева от нее 
устойчива точка B1, а справа E1. Линии H+ и H– от-

Рис. 1. (а) Бифуркационная диаграмма системы (2) и (б) ее увеличенный фрагмент в области 
параметров I. (в) Карта динамических режимов в области II, охватывающая область строго 

периодической пачечной динамики S и квазипериодической динамики Q

Fig. 1. (a) Bifurcation diagram of system (2) and (б) its enlarged fragment in the parameter area I. 
(в) Chart of dynamic regimes in domain II covering the domain of strictly periodic burst S 

and quasi-periodic dynamics Q
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мечают супер- и субкритическую бифуркации Ан-
дронова-Хопфа, в результате которых рождаются 
соответственно устойчивый или неустойчивый 
предельные циклы вокруг отмеченных в скобках 
особых точек. В данном случае происходит сле-
дующая цепочка переходов между разными пе-
риодическими решениями системы (2). На линии 
H+(B1) и H+(E1) из точек B1 и E1 рождаются «про-
стые» устойчивые предельные циклы в области 
1 и 3 на рис. 1б. Первое периодическое решение 
реализуется при нулевой численности жертв на 
второй территории, при втором жертвы присут-
ствуют на обеих территориях (рис. 2а). На линии 
TC, которая тянется из области устойчивости и 
пересекает линию H, эти циклы сближаются и об-
мениваются устойчивостью, т.е. в области 1 цикл 
вокруг точки B1 устойчив, вокруг E1 неустойчив, 
а в области 3 все наоборот. При переходе линии 
H–(B1) и H–(E1) эти циклы теряют устойчивость и 
в области 2 и 4 формируется релаксационный (бы-
стро-медленный) предельный цикл или канард [7]. 
Оба этих цикла отличаются не только соотноше-
нием численностей жертв, но и, что более важно, 
степенью синхронизации. Примеры таких циклов 
показаны на рис. 2б. Несложно заметить, что в об-
ласти 2 динамика хищников на обеих территориях 
синфазная, в то время как в области 4 динамика 
хищников и жертв – противофазная. Наконец при 
приближении к линии HB периодические реше-
ния увеличивают свой размах, период колебаний 
неограниченно возрастает, а сам цикл разрушает-

ся вследствие гомоклинической бифуркации.
Остальные линии на рис. 1а-б отмечают 

последующие бифуркации периодических режи-
мов. На линии SB в динамике численностей хищ-
ника и жертвы появляются участки с быстрыми 
всплесками (пачечная динамика), чередующиеся 
с участками медленной (тонической) динамики, 
как часть релаксационного предельного цикла 
(рис. 3). В области S на рис. 1а-б периоды следо-
вания быстрой и медленной динамики строго пе-
риодические, в то время как в Q периодичность 
нарушается и динамика оказывается квазиперио-
дической.

На основе численных экспериментов мож-
но утверждать, что области S и Q неоднородны. 
В первой области происходит чередование режи-
мов, которые отличаются порядком следования 
быстрой пачечной части цикла относительно мед-
ленной. Например, в простейшем случае пачечная 
активность возможна только после стремитель-
ного роста числа жертв на первой территории. 
Участок с быстрой динамикой или пачка при этом 
имеет треугольную форму, состоящую из затуха-
ющих колебаний (рис. 3а). Быстрые, в этот раз, 
расходящиеся колебания могут возникнуть в двух 
случаях: при низкой численности жертв и намного 
раньше стремительного их роста на первой тер-
ритории (рис. 3б) или после полного восстанов-
ления жертв первого сообщества (рис. 3в). Форма 
пачки в этом случае – усеченный ромб или ромб, 
которые показаны на рис. 3б и 3в соответственно. 

Рис. 2. Примеры динамики в системе (2) из областей 1-4 на рис. 1б: 
(а) предельный и (б) быстро-медленный цикл (канард)

Fig. 2. Examples of dynamics in system (2)  from domains 1–4 in Fig. 1б: 
(а) limit cycle and fast- slow cycle (canard)
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Динамика в обоих случаях сочетает в себе расхо-
дящиеся и затухающие колебания численностей. 

Более подробное исследование разных ти-
пов динамики в системе (2), а также описание раз-
ных видов пачек и механизмов их возникновения 
было приведено в [1]. Помимо описанных выше 
режимов в области S возможны более экзотиче-
ские формы пачек, состоящие из последователь-
ности затухающих, расходящихся и вновь затуха-
ющих быстрых колебаний численностей. Пример 
такой динамики показан на рис. 3г. В этом случае 
затухающие колебания небольшой амплитуды 
возникают после скачка численности жертв второ-
го сообщества при минимальных значениях пер-

вого (равных 10–6–10–9). Эти колебания сменяются 
раскачивающимися, что приводит к более актив-
ному перемещению хищников с соседней терри-
тории. Необходимо отметить, что данный период 
времени (возникновение и переход от одного вида 
колебаний к другому) характеризуется превыше-
нием числа хищников над численностью жертв 
второго сообщества. Одновременно с достиже-
нием раскачивающихся колебаний максимальной 
амплитуды в пачке происходит взрывной всплеск 
численностей жертв на первой территории. Раска-
чивающие колебания вновь сменяются затуха-
ющими, а число жертв падает вследствие более 
интенсивного их поедания. Изменения численно-

Рис. 3. Примеры пачечной динамики в системе (2) из области S, 
которые отличаются формой пачек и видом аттракторов

Fig. 3. Examples of burst dynamics in a system (2) from domain S 
which differ in the shape of spike clusters and the type of attractors
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сти хищников в первом сообществе синхронны 
колебаниям числа жертв на данной территории. 
Популяция жертв второго сообщества при этом 
восстанавливается раньше, чем на первой терри-
тории, что приводит к более раннему выходу на 
пачечный режим и увеличению размера пачки, т.е. 
растет число витков вокруг нетривиальной точки. 
Таким образом, хищники второго сообщества в 
период малого числа жертв остаются на своей тер-
ритории, а их численность восполняется за счет 
миграции с сопредельной территории ввиду от-
сутствия там жертв. Численность хищников пер-
вого сообщества не изменяется, они находятся на 
своей территории до почти полного уничтожения 
жертв, после чего перемещаются на соседнюю 
территорию и участвуют в поедании жертвы уже 
второго сообщества до момента взрывного увели-
чения численности жертв на своей территории.

Описанные циклы из области S, помимо 
описанных выше динамических особенностей, 
отличаются количеством витков на быстром па-
чечном многообразии – их число растет по мере 
приближения к области квазипериодической ди-
намики Q. Рассмотрим область квазипериодиче-
ской динамики Q, в которой режимы с бесконечно 
большим периодом чередуются с резонансными 
циклами с конечным периодом в соответствии 
со сценарием Неймарка-Сакера или буфуркацией 
разрушения тора (рис. 1в).
Исследование квазипериодической динамики

Чтобы более детально изучить неоднород-
ность области Q, построим сечение Пуанкаре к 
траектории системы (2). В качестве секущей вы-
берем плоскость, проходящую через полутриви-
альную точку B1 и параллельную координатным 
осям. В этом случае уравнение такой плоскости 
имеет вид:

.
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Несложно заметить, что вид этой секущей 
плоскости не зависит от варьируемых параметров 
a и c1, и поэтому ее положение фиксированное (в 
данном случае xB=2.02). Но более важно, что она 
расположена строго между двумя ветвями бы-
строго пачечного многообразия таким образом, 
что модельная траектория пересекает плоскость π 
только лишь в медленной тонической части цикла. 
В результате для режимов из области S траектория, 
очевидно, пересечет плоскость π лишь в двух точ-
ках независимо от количества полных оборотов 

цикла, т.е. потребуется один виток, чтобы перио-
дическая траектория вернулась в ту же самую точ-
ку на плоскости π. В это же время в области ква-
зипериодической динамики траектория пересечет 
плоскость π в значительно большем числе точек 
(при t , как правило, в бесконечно большом). 
Подсчитав количество этих точек, т.е. решений 

системы (2), для которых  Bxx1  (ε – малое 
положительное число), можно построить карту 
динамических режимов (рис. 1в). В результате на 
карте, изображенной на рис. 1в, цветом закодиро-
вано количество витков, необходимых для того, 
чтобы траектория вернулась в ту же точку фазово-
го пространства, или, другими словами, это число 
равно периоду соответствующего отображения 
Пуанкаре (отображение последования). На этой 
карте хорошо видно, что область Q неоднородна. 
В ней чередуются области квазипериодической 
динамики (отмеченные черным цветом) и тонкие 
языки синхронизации – строго периодическая ди-
намика (отмеченные цветом). Ведущими циклами 
отображения Пуанкаре являются колебания с пе-
риодом 4 и 6. Это означает, что для параметров, 
взятых на языке синхронизации, траектория часто 
содержит два или три витка. Для квазипериодиче-
ской динамики траектория никогда не проходит 
дважды через одну и ту же точку, что на секущей 
плоскости отображается в виде множества точек 
на двумерной плоскости (рис. 4).

На рис. 4 показаны примеры аттракторов, 
формируемых в отображении последования на 
плоскости (x2, y2), а также в полной системе (2). 
В первых двух примерах модельные параметры 
выбраны из области Q ближе к линии KB, в после-
дующих примерах ближе к линии TB на рис. 1а. 
Слева на рис. 4а показаны две замкнутые инвари-
антные кривые, которые при небольшой вариации 
параметров разрушаются вблизи резонансного 
цикла. В результате формируется двухкомпонент-
ный аттрактор, изображенный справа на рис. 4а. 
Он состоит из 20 участков (полос). В данных двух 
примерах траектория системы (2) целиком лежит 
на бутылке Клейна (KB) – неориентируемой (од-
носторонней) поверхности. Как известно, в трех-
мерном евклидовом пространстве эта поверхность 
имеет отверстие, соответствующее самопересече-
нию на одной из стенок (внутреннее горлышко), 
где происходит переход с внешней части бутылки 
на внутреннюю (внешнее горлышко). В четырех-
мерном фазовом пространстве системы (2) такого 
отверстия нет, однако поверхность по-прежнему 
неориентируемая. В результате переход с внешней 
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части бутылки на внутреннюю в модели (2) соот-
ветствует скачку численности жертв на первой 
территории и резко возросшей амплитуде коле-
баний численности жертв на второй территории. 
Во втором случае траектория лежит на торе (TB) 
– ориентируемой (двухсторонней) поверхности, 
формируемой за счет периодических колебаний 
обоих сообществ с частотами, отношение кото-

рых равно иррациональному числу. В этом случае 
колебания численностей на обеих территориях бо-
лее независимы (несинхронные). Кроме того, на 
тип динамики в системе (2) указывает вид инвари-
антных кривых в отображении Пуанкаре. В слу-
чае бутылки Клейна эти кривые расположены до-
статочно далеко друг от друга, как на рис. 4а. Для 
тора инвариантные кривые вложены друг в друга, 

Рис. 4. Сечения Пуанкаре (верхний ряд) и аттрактор системы (2) в случае, 
когда траектория покрывает (а) бутылку Клейна и (б) тор

Fig. 4. Poincaré sections (upper row) and attractor of system (2) in the cases 
when the trajectory lies on (а) the Klein bottle and (б) the torus
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как на рис. 4б слева (вторая инвариантная кривая 
небольшая и прижата к оси абсцисс). Справа этот 
цикл проходит через сильный резонанс (отноше-
ние частот – рациональное число 1/2) и в сечении 
оказывается лишь 4 точки.

Заключение
В ходе проведенного исследования системы 

двух неидентичных взаимосвязанных сообществ 
«хищник – жертва» обнаружено, что небольшие 
значения коэффициентов миграции m и самоли-
митирования жертвы a способствуют возникнове-
нию квазипериодических режимов динамики, со-
ответствующих потере синхронизации динамики 
сообществ. Этому предшествует формирование 
быстро-медленного цикла при низких значениях 
убыли хищников первого сообщества. По мере 
роста смертности хищника формируется пачечная 
динамика, которая содержит участки с медленной 
и быстрой динамикой. Динамика в этом случае 
строго периодическая и, как правило, противофаз-
ная на разных территориях. Обнаружено несколь-
ко вариантов следования быстрых и медленных 
колебаний, которые отличаются формой участ-
ка с быстрой пачечной динамикой (треугольная, 
ромбовидная и усеченная ромбовидная пачка) и 
соотношениями численности хищников и жертв 
на сопредельных территориях. Описан новый вид 
пачек более сложной формы, содержащих в себе 
последовательное чередование затухающих, рас-
ходящихся и вновь затухающих быстрых колеба-
ний численностей.

Установлено, что модельная траектория ис-
следуемой модели покрывает такие топологиче-
ские структуры, как бутылка Клейна и тор. Пока-
зано, что для периодической динамики траектория 
движется по ним единственно возможным обра-
зом независимо от формы пачек, т.е. возвращается 
за один полный оборот в исходную точку на дан-
ных множествах. Найден диапазон параметров, в 
котором траектория плотно обвивает эти структу-
ры, а динамика оказывается квазипериодической 
и несинхронной на разных территориях. В ре-
зультате анализа этой динамики было обнаружено 
множество языков синхронизации. Показано, что 
в соответствующем отображении Пуанкаре веду-
щими являются 4- и 6-циклы. Это означает, что на 
языках траектория делает 2 или 3 полных витка на 
отмеченных топологических структурах.

Работа выполнена в рамках государствен-
ного задания Института комплексного анали-
за региональных проблем ДВО РАН и частич-
ной финансовой поддержке РФФИ (проект 
№ 18-51-45004 ИНД_а).
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QUASI-PERIODIC DYNAMICS IN A MODEL OF PREDATOR–PREY 
COMMUNITIES COUPLED BY MIGRATION

E.V. Kurilova, M.P. Kulakov

The article is devoted to the dynamics of two coupled non-identical predator–prey communities with growth in prey 
population and functional response of predators of the Hollings type II. The authors investigated the formation mecha-
nisms of complex spatial-temporal dynamic structures. These structures are characterized by both fast and slow changes 
in the size of populations, and by various ratios of synchronous and non-synchronous dynamics in certain periods. We 
described the transition scenarios, from different types of regular burst dynamics to quasi-periodic dynamics, when dif-
ferences in the communities under consideration vary.  

Keywords: predator–prey, migration, synchronization, bifurcation, tonic spiking and bursting.


